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Résumé

Dans ce TER je présente certains aspects du comportement de la plus
grande composante connexe du graphe G(1,p), spécialement la phase de
transition autour du cas critique avec p = % On va voir qu’il y a une
grande probabilité pour que dans le cas sous-critique avec p < %, la taille
de la plus grande composante soit d’ordre O(logn), dans le cas critique

d’ordre O(n*/?) et d’ordre O(n) dans le cas sur-critique, ot p > L.
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1 Introduction

Dans ce TER je détaille le calcul pour déterminer (avec une grande probabi-
lité) la taille de la plus grande composante connexe du graphe aléatoire G(n, p).
La définition de ce graphe et un processus d’exploration, qui va aider a montrer
les résultats souhaités, et son couplage avec une martingale seront présentés
dans la premiere partie

Dans la partie principale[3Jon trouve le calcul detaillé pour le valeurs différentes
de p. On va remarquer qu’il y a un changement drastique autour du cas critique
p = % : au-dessous le graphe consiste en de nombreuses petites composantes
(d’ordre log n), dans le cas critique on va avoir des composantes d’une taille n2/3
et au-dessus le graphe est constitué presque exclusivement d’une composante
géante d’ordre n. Ce changement rapide peut étre comparé avec la percolation,
c’est-a-dire le comportement de I’eau autour de zéro dégre et sa transformation

de I’état liquide a 1’état solide.

La discussion est effectuée principalement avec ’aide des processus stochas-
tiques discretes, spécialement du processus d’exploration et des martingales di-
verses. Le concept des démonstrations pour le cas critique (voir les sections
et (3.3) est pris d’un article de Asaf Nachmias et Yuval Peres [7], pendant que les
deux autres cas (voir section pour p < % et section pour p > %) suivent
le livre de Alon, Spencer et Paul Erdos [I], chapitre 10.

La derniere partie |4| rassemble tous les énoncés de la probabilité et théorie des
martingales qui sont utilisés (voir la section , pris de [4], certains résultats
sur les grandes déviations d’une loi binomiale (de 'appendix de [1]) et la loi
binomiale itérée (section et la discussion en détail du dépassement d’une
marche aléatoire (de [7]) dans la section

2 Autour du graphe aléatoire

2.1 Le modele du graphe aléatoire

Pour les définitions reliées & la théorie des graphes voir [2]. On considere le
modele d’un graphe aléatoire suivant, proposé pour la premiere fois pendant les
années 1960 par Erdés [3] : pour un entier naturel n et une probabilité 0 < p < 1
(pour p = 1 on aura le graphe complet K,, et pour p = 0 n points, donc on
exclut ces 2 cas dégénérés) on définit le graphe aléatoire G(n,p) en prenant le
graphe complet de degré n et en supprimant 'une apres 'autre indépendamment
chaque aréte avec la probabilité 1—p (ou : retenir indépendamment chaque aréte



avec probabilité p). Pour un exemple voir la figure

A A A

F/ \B F
NN \

D D D

F1G. 1 - Le Kg et 2 réalisations de G(6, )

On note par C1,...,Cf les k composantes connexes de G(n,p), ordonnées
par taille décroissante (c’est-a-~dire que Cj est la plus grande composante) et on
remarque ici que k est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {0, ...,n}.
Suivant deux définitions prises de [1], chapitre 6 :

Définition 1 (Propriété des graphes) On appele une propriété des graphes
P un sous-ensemble de l’ensemble de tous les graphes qui est stable sous iso-
morphisme.

Définition 2 (Propriété monotone) On appele une propriété des graphes P
monotone croissante (décroissante) si pour tout graphe G et tout graphe H ob-
tenu a partir de G en ajoutant (supprimant) des arétes on a

GeP=HeP

Une exemple pour une propriété des graphes monotone croissante est la taille
de la plus grande composante connexe et une exemple pour une propriété des
graphes monotone décroissante est le nombre des composants connexes d'un
graphe. Pour étre complet il faut remarquer qu’il existe un deuxieme modele
d’un graphe aléatoire, aussi propose par Erdos [3] : G(n,m), qui est définit en
prenant un graphe avec n sommets et exactement m arétes. Mais pour n assez

2m

grand ce modele se comporte presque comme G(n, m) pour les propriétes

monotones, donc on préfere le premier modele qui est plus facile a traiter.

2.2 Le processus d’exploration

On regarde le graphe G(n,p). Pour un sommet v on note C(v) la compo-
sante connexe qui contient v. On commence un processus d’exploration qui a été
développé dans les années 80 par Karp [5] et Martin-Lof [6]. Pendant I'exécution
de ce processus les sommets du graphe sont partitionnés dans 3 ensembles selon
leur état : w € A; si w actif en temps t, w € & si w exploré en temps t et
w € N; si w neutre en temps t. On fixe un ordre sur les sommets et on note
par min(X) I’élément minimal pour 'ordre dans I'ensemble X. On note par w;
I’élément pivot en temps t.



Algorithme 3 (Algorithme d’exploration) Initialisation Au temps t =
0 onaAdy={v},E& =0 et Ny ={v1,...,0,\{v}.
Boucle Vt € {1,...,n} :
1. si A1 # 0 alors wy_1 = min(A;_1), sinon wy;_1 = min(N;_1) ;
2. V(wi—1) ={v € N1 tqwy_q relié a v} ;
3 Ay = (Ai—1 UV(we—1))\{wi—1};
4. Ny = Ne o \(V(wi—1) U{we—1}) ;
5. & =& 1U{wi_1}.
Invariant V¢ € {0,...,n} on a {vi,..., v} =& U A UMN;.

Un exemple d’algorithme dans le cas de la réalisation présentée dans la figure
2l est donné dans le tableau [l

A—C—F

avs /

B——D

F1G. 2 — Une réalisation de G(9, §)

Ay & Ny
{A} 0 {B,...,I}
{B,C} {4} {D,...,I}
{C, D} {4, B} {E,...., I}

(D.BY | {A,B,C} | {F... I}
{E} | {A.B,C,D} | {F.G,H,I}
{A,...,B} | {F,G HI}
0 {(A,...,F} | {G,HI
(H.I} | {A,....G} (H,I}
(0| 1A, H n
0 (A,....T} 0

—~CTQHEUQWEE
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TaB. 1 — L’algorithme et le processus d’exploration sur la réalisation de G(9, %)
en détail

On note que cet algorithmé est utilisable pour n’importe quel graphe, contrai-
rement au processus suivant, qui est déja lie au modele particulier qui on utilise
ici.

Définition 4 (Processus d’exploration) On définit maintenant Y; = | A4
(le processus d’exploration), Ny = |IN:\{w:}| et m: = |V(w¢)| (défini en pas 2
d’algorithme @



Proposition 5 (Invariants) Les invariants sont vrais pour toutt € {1,...,n} :

& =t (1a)

n=t+Y+ N + 1y, (1b)
ey, =ky ~ Bin(k, p)1n, =1} (1c)
Yi=Yi1+m — 1y, 20 (1d)

PREUVE. Pour montrer , il suffit de voir que dans chaque itération d’algo-
rithme on ajoute w;_; & &. L’invariant (1b]) est bien compris en classifiant les
sommets en temps ¢

{Ul,...,Un}:gtUAt U./\/t

ce qui se traduit en cardinaux en comptant “tout = explorés + actifs + neutres +
on commence & explorer une nouvelle composante” (voir pas 1 et 4 d’algorithme
B :
n=t+Y,+ N+ l{yt:()}.

La loi conditionnelle de 7; sachant N;_; aussi ne pose aucun probleme : le
sommet pivot w; a une probabilité p d’étre relié indépendamment avec chacun
des N;_; = k sommets neutres. Ainsi . Finalement, la définition récurrente
de Y; est immédiate a voir si on pense a ajouter 1 au début de chaque nouvelle
composante connexe (voir pas 3 d’algorithme [3)). ]

Ainsi on définit le temps d’arrét 7 = min{t > 1 : ¥; = 0} et on observe
qu’au temps 7 ensemble des sommets déja explorés est égal a C'(v) (dans le
dernier pas on a marqué w,_1 exploré et on n’a ajouté aucun sommet parce que
Nr—1 =0), donc on a |C(v)| = 7.

Proposition 6 (Lien entre Y; et N;) Pour toutt € {1,...,n} on a :

0<N, <n—t—1 (2a)
0<Y;,<n-—t (2b)

loyvi—ky = L{Ny=n—t—k} Vke{2,...,n—t}
Livieto1y) = LN=n—t-1}

(2¢)

PREUVE. Les assertions et (2b)) sont une conséquence directe de (1b)). De
méme facon - ici on voit que Y; porte un peu plus d’information que N;.
Pour une visualisation de la relation entre N; et Y; voir le tableau O



C’est n’est pas possible de déterminer un forme simple et explicite en ¢ pour
la loi de Y;, comme on voit dans la récurrence suivante :

~[n =Y = 1yvi—op — N, =i

~ = Yo +m = Ly 20y — Tvi=oy — ULv, =iy

~n =Y =+ (1= 1y, =0y) — Livi=oy — (= 1) = 11y, _, =iy

~n =Y =1y, —op — (=D =me + 1= 1yv—oy — Uln, =y
[
[
[

~ [Nie1r = = Lvi—oy| v, o=y
~ [Ni—1 — Bin(Ni—1,p) — Liv,—oy | 1{n,_=1}
~ Bin(Nt_l,l 7[)) — l{Yt:O}]l{Nt,lzl}

ce qui interdit I'application de la proposition d’une loi binomiale itérée[27] Donc
on commence par définir une deuxiéme variante de processus d’exploration (voir
[1]), qui echange une loi explicite contre un lien explicite avec 1’algorithme :

Définition 7 (Le processus d’exploration, 2°™¢ variante) On définit un
processus d’exploration par récurrence par Xog =1 et

My=n—-t-X;

el g,y =ky ~ Bm(Mt—hp)l{Mt_lzk}
Xt = Xt—l + Kt — 1.

Remarques :

1. On a encore un invariant :
n=X;+ M+t (3)

2. Le lien avec le processus d’exploration défini en [4] est le suivant : Si on
prend les temps d’arrét pour i € {1,...,n}

To=0ect Ty =min{t > 0: X; =1 —ila 1°° fois} A (n + 1)

n-t n-t n-t1l n-t-2 ... 1 0 Niq
0 1 2 3 ... nt nt4+l | Yy
n-t-1 0 X X
n-t-1 1 X X X
n-t-2 2 X X X X
n-t-3 3 X X X X
1 n-t-1 X X X X X
0 n-t X X X X - X X
Ny Y;

TAB. 2 — Relation entre Y et N en temps t et t-1



et
70 =0 et 7; = min{t > 0:Y; = 0 la i®° fois} A (n + 1)

on a

Xav(Ti1+10)a1 = Yev(ra41)am — (G —1) VvVt € {0,...,n}

olt Y; le processus d’exploration défini en [4] En effet, la différence entre
les 2 processus est seulement ’ajout de 1 au debut d’exploration d’une
nouvelle composante, comme montre par :

t—1

Xi=Yi—> ly—op Vt€{0,...,n} (4)

s=0

st
3. donne immediatement X; < Y;.

4. La distribution de x; est encore décrite seulement par une distribution
conditionnelle.

Il se trouve, qu’en raison de sa définition plus simple, on peut calculer la
distribution de ce processus explicitement, comme le montre la proposition sui-
vante :

Proposition 8 (Distribution du 2°™¢ processus d’exploration) On a
Vvt e {0,...,n} :

X, ~Bin(n—1,1-(1-p))+1—t
M; ~ Bin(n —1,(1 —p)") et kg ~ Bin(n — 1,p(1 — p)*).

PREUVE. La facon la plus simple est de le montrer par récurrence sur M; :
pour My =n —1~ Bin(n—1,(1 —p)°) et pour t — 1 — ¢
MY, =ky
~(n— Xy =)L, =k
~n= (Xemr ke — 1) =1y, —ky
~ =Xt —Bin(M;_1,p) + 1 —t]1gnr,_ =iy
[n— Xio1 = (t = 1) = Bin(Mi—1,p)|1a, =k}
~ [My_y — Bin(M;—1,p)|1{n,_ =k}
~ Bin(M;—1,1 —p)Lin,_ =k

~

et on applique la proposition de la loi binomiale itérée a ce résultat pour
obtenir
M; ~ Bin(n —1,(1 — p)").

Finalement on applique ce résultat a l'invariant pour arriver a
Xi~n—M;—t~n—Bin(n—1,(1-p)") =t~ Bin(n—1,1—(1—p)")+1—+¢
et la proposition de la loi binomiale itérée 27) & kq, or

ke ~ Bin(n — 1,p(1 — p)b).



Proposition 9 (Nombre des composantes connexes de G(n,p)) Soitk le
nombre des composants connezes dans G(n,p), alors
k~1+ Bin(n—1,(1-p)")

<

< avec ¢ # 0 et n assez grand.

est k d’ordre O(n) pour p =
PREUVE. Comme dans le début de I’exploration de chacque novelle composante
apres la premiere X; décroit par 1 comparé avec Y; on a
k

~ _(Xn - 1)

~1=-Bin(n—1,1-(1-p")—14+n

~n—Bin(n—1,1—(1—-p)")

~ 1+ Bin(n—1,(1—p)")

De plus on voit que pour n assez grand et p = £ on a (1 — p)" = e~ ¢ donc

Ek=1+4+e"“neO(n). O

2.3 Le couplage du processus d’exploration
avec une marche aléatoire

Maintenant je détaille comment coupler une marche aléatoire

Sp=1+Y (&—1)
=1

avec le processus d’exploration Y; décrit dans section de telle sorte qu’a

chaque instant ¢ < 7 on a Yy % S;. On prend n? variables de loi Bernoulli(p),
qu’on divise en 2 parties, Z et J, de cardinaux |Z| = % et |J| = %
respectivement. La premiére partie va former le graphe G(n,p), la deuxieme
partie va permettre la construction des &. On va noter Y; = Y; + liy,—oy, ce
qui donne la relation n =t + Ny +Y; (voir (1D)).

Pour chaque t € {1,...,n — 1} on fait la chose suivante : on choisit les n — 1
variables de I qui déterminent les arétes de wy_1, dont on prend les N;_; qui
représentent les arétes entre w;_; et les sommets neutres pour 7;. On ajoute
les Y;_; variables pour les arétes entre w;_; et les sommets actifs (de 7) et
n— N,_1 —Y,_; = t variables additionnelles (de J), ce qui donne &;. On a donc
la loi conditionnelle de 7; (voir

Melgn,_ =k} ~ Bin(k,p) et & ~ Bin(Ny_1 + Y1 +t,p) ~ Bin(n, p)

st
est la loi de &. Maintenant on montre que 7; < & pour tout ¢. On a pour ¢ € R
quelconque

P(n: > c¢|Ne—y =me—q,...,Ny =mq)
P (Bin(my—1,p) ~m > ¢, Ny_1 = my—1,..., N1 =myq)
PNt =mi1,.... N =m)
< P (Bin(n —mi_1,p) + me ~ Bin(n,p) ~ & > ¢, Nyo1 = my—1,..., N1 =myq)
- P(Nyy =my—1,...,Ny =myq)




par la construction détaillée au début. Bin(n—my_1,p) représente les n—my_1
variables qui sont ajoutées & 7y pour obtenir & (voir ci-dessus).

=P (& > N1 =my—q,..., N1 =my)

ce qui donne

P(n>c)=E[P(n > clo(Ne-1,...,N1))]
<E [P (Et > C|O'(Nt_1,...,N1))} = P(gt > C)

Il reste a montrer que les & produits par cette démarche sont indépendants.
Iciles I; €Z,etles J; € J.OnaVt e {1,...,n},¥(c1,...,c;) €N

P (§t =ct&—1 = Ci—1,...,§1 = 01)

t n—t t n—t
=P E L, + E Jj, = ¢yt E I, + E Jj, =
=1 Jr=1 i1=1 Ji=1

Ici nous observons que
1. Les I; sont indépendants des J; par définition ;

2. Pour s < t les Jj;, sont indépendants des J;, parce qu’on peut fixer un
ordre dans J pour le choix des J; ;

3. Pour s < tles I;, sont indépendants des I, parce que si on connait la valeur
d’un I;, a temps s, ¢ca implique que c’était une aréte d’un sommet exploré
avant temps s, qui est en contradiction avec le choix des Ny_1 + Yi_;
éléments de Z dans l'algorithme.

t s n—s
S ICI DA S
s=1

=1 jo=1
t
= H P (55 = Cs)
s=1

ce qui donne 'indépendance souhaitée. De plus, {S;}}; est une martingale pour

p=5:

E[Si|Fic1] = E[Si—1 + (& — 1)|Fiz1] = Sic1 + E & Fioa] — 1= 5,1,

sinon il est une sous- respectivement une surmartingale.

3 La taille de la plus grande composante connexe

3.1 Commentaires

Les sous-sections suivants contiennent les théorémes qui constituent le coeur
de ce travail. Je voudrais mentionner ici tous les choses qui ne sont pas im-
portantes pour les preuves elles-mémes, mais neanmois interessantes dans le

10



contexte general.

Comme n est fini, tous les temps d’arréts sont finis. Il en est de méme pour
toutes les martingales, qui sont basées sur des lois finies. Alors, on peut appli-
quer le théoréme [25| (théoreme d’arrét) sans probleme dans tous les preuves.

On note la symétrie étonnante entre les preuves de la majoration sous-
critique et de la minoration sur-critique : ils utilisent les deux la c6té expo-
nentielle de la proposition de grandes déviations [26] car les lois concernées sont
exactement dans les senses opposées et il y a la méme expression 1 — z — logx
dans un point crucial dans les deux preuves, chaque fois avec une signe differenté.

Le couplage de la section est utilisé pour les deux majorations et la
2tme yariante de processus d’exploration 7| seulement dans la minoration sur-
critique. Il est aussi possible de la utiliser dans la majoration sous-critique,
mais le resultat reste exactement de la méme ordre (si on sait seulement ¢ < 1),
comme un calcul vite le montre. Donc, en utilisant le lien entre les deux processus
d’exploration detaillé dans dans section et le couplage dans la section

R3onaVvte{0,...,n}:
st st
Xi <Y < 5.

La minoration sur-critique est normalement effectue en passant avec n — oo,
ou X; devient un processus de branchement (avec les k: ~ Poi(c)), voir [I]
chapitre 10). Dans le processus de branchement il existe une dualité qui on peut
utiliser pour déterminer que l’ordre de tous les autres composants petits qui
restent est O(logn). Ca ne sera pas possible avec la preuve presentée ici, car
la dualité n’a pas un équivalent discret. D’autre coté la preuve presentée ici est
plus courte et directe.

3.2 Majoration sous-critique

Théoréeme 10 (Majoration sous-critique) Dans le graphe G(n, %), ot
¢ <1, on a pour chaque A >0

P (|Cy| > Alogn) < n'~<"4 (5)
ot ¢ est un constante dépendant de c.

PREUVE. On commence par remarquer que pour 0 < h < n on a :

h h
Sn=1+Y(&~1) =Y &~ (h=1)~ Bin(hn,~) - (h=1)

11



on a pour chaque sommet v et 0 < h <n :

P (|C(v)] > h)
=P (7t >h)
=P (min{Y3,...,Y,} > 0)
<P (min{Si,...,Sp} > 0) utilisant le couplage de 2.3|
<P(S,>0)
=P (Bin(hn, <) > h— 1)
n
1
= P (Bin(hn, E) > —he) ot ¢ €]0,¢[ pour h assez grand
n’ ¢
Remarque : hh_cl < 1 pour 1ic <h
< [el/c’—l—(l/c’)log(l/c')]hc par "
— e—f(c’)hc/c/

en voyant que Vz €]0,1[on a f(z) =1—xz +1logx <0

Maintenant on prend h = Alogn avec A > 0, ce qui donne
P(|C(w)| >h)<n 4
or

P(Ci|>h) <Y PG| > h) <Y P(IC)| > h) < =" =pl<"4

v

cequitendversOquandA—>oooun—>oosiA>%. O

3.3 DMajoration critique

Fixons un sommet v de G(n, %) On va analyser la composante de v dans
G(n, %) en utilisant le processus d’exploration de et la notion établie dans
cette section. On définit S; et v comme dans le théoreme en utilisant le
couplage detaillé en et on prend un H > 0 (dont la valeur sera fixée plus
tard).

La preuve est divisée en deux : dans le lemme [TI] on majore v et la proba-
bilité que S; monte au—dessus de H. Ce resultat est utilisé dans le théoreme
pour montrer une majoration simple de la taille de la plus grande composante
connexe.

Lemme 11 On a
(6)

et



PREUVE. Comme S; est un martingale, on applique la théoréme [25a S, ce qui
donne 1 = Sy = E[S,] > HP (S, > H) et on obtient (6). On écrit S2 — H* =
2H(S, — H) + (S, — H)? et on applique le corollaire 31| avec f(z) = 2Hz + x?
et X ~ Bin(n, ) :

1

E[S?—H?|S, > H =E[f(Sy - H)|Y, > H <E[2HX + X?| =2H + (1 - ~)
ce qui donne VH > 3

E[S?]S, > H| < H>+2H +2< H” + 3H (8)

On constate que By = S7 — (1 — 1)t est aussi une martingale :

B[BIF 1] = B[S}~ (1 - )HF ]

= BISZ, 4250 1(6 — 1)+ (6~ 121Fa] — (1 - )t

=57+ 28 E[(& -] +E[& - 1) - (1~ %)t

1 1
=87 1 +28 10+ (1— E) - (1- ﬁ)t
1
=St - ey

= Bt—l

et en appliquant le théoréme [25] et les equations () et (8) on obtient

1=B[By =B[B,] = B[S - (1~ )B

1 H? +3H 1
_ 2
=E[S]|Sy = HIP (S, =2 H) — (1 - g)E’YS T—(l—ﬁ)E’Y
donc pour H <n —3

Ey<—

H+2)< H+3.
n_l( +2)<H+3

Théoréme 12 (Borne simple) Pour chaque A >0 on a
. 3
P (|Ci] > An*®) < —. (9)
A2
PREUVE. On a pour 3 < H < n — 3 et en utilisant @
H+3 < E
HZ2 — 2
Maintenant on definit v* = v A H?, ce qui donne pour H < \/n
P (S, >0)
=P (S >0,y < H*)+P (S, >0,y < H?)
<P(S,>H)+P(y>H)

2 3
e par (6).

P(y>H?<

IN
m‘»-u av)

13



Prend 9 < T = H? < n, ce qui donne {|C(v)| > H?} = {S,« > 0} et

3
P(|C(v)| >T) <P (S, >0) < N

En definisant G = {v € V : |C(v)| > T} et utilisant Markov [15]| on arrive &

E|G
P(Ci|27) < P(lGr| 2 T) < 20t
_ E Z?:l 1{Ui€GT} _ Z?:l E [vi € GT]
T T
_nP(|C(v)| >T) < 3n
B T - T3’
dont on deduit le resultat en prenant T = An3 pour A > 0. |

3.4 Minoration critique

Théoréme 13 (Minoration critique) Pour tout 0 < 6 < % et n > 8973/°,

le graphe aléatoire G(n, %) satisfait

P (|Cy] < [6n%/3]) < 606°/5. (10)

PREUVE. Soient h,Tj et 15 des entiers positifs, a préciser plus tard. La preuve
est divisée en trois parties : dans la premiere partie on vérifie qu’avec une pro-
babilité assez grande Y; monte jusqu’a h avant le temps 17, et dans la deuxieme
partie on s’assure que Y;, apres avoir dépassé h, reste positif pendant un temps
Ty avec une assez grande probabilité. Finalement, dans la troisieme partie tous
est mis ensemble pour minorer la taille de la plus grande composante connexe..

Partie 1 : C’est partie peut étre aussi effectué avec X; a la place de Y; avec
un calcul un peu simplifié. On définit

mh=min{l <t<T:Y;>h} AT (11)
Onapour2§h§%,T1:[&l et 0<k<h:

E[Y? —Y2 Vi1 =kt—1<T
=E[(n—1?+2Yi1(n — DY =kt —1 < 73]
=En Y1 =kt—1<m]+2kE[n — 1Yo =kt —1 < 73]

14



avec {r, >t—1} = {k < h} et gy ~ Bin(n — (t —1) — k, 1)

—(t—-1)—-k)n-1 —(t—1)—k)? 1
YA VI R I A U VI PO M B
n n n
_(n—t+1-k)@2n—t—k) 2k(t-1+k)
N n? n
>(n—t—k)(2n—t—k)_2k:(t+k:)
- n? n
2n? — 3nt — 3nk + (t + k)% — 2ntk — 2nk?
9 3 3 4 1 1
- 8 4yn n? 4 8
5 3
>2_ 2
-4 4
1
> —
-2

et pour k=0onamn ~Bin(n—(t—1)—1,2) ~ Bin(n—t,1)
EY?-Y2,|Yie1=0t-1<7]=En}|Y;-1 =0,t — 1 < 73]
2
n—t 1 n—t n—t)n—1+n-t

n n n?

(n—t)(2n —t+1) S 22 —3nt+t>+n—t
= 2

n? n
- m2 — 2n[{6] — {5 |

>1
= n2 =

ce qui donne
1
E[Y2 - Y2, |V, t—1<1]>

(12)

qui fait de Yfmh — MQT’L une sous-martingale. Maintenant on calcule que pour

0<I<T,0<r<hetceRona

P(Y, —h>cm=01LYi,=h—rY,>h)
PY,—h>cYiy=h-—rY=hmn=r)
=PYia+tm—-1-h>cYia=h—rm=r)
Phh—r4+m—-1-h>cYi_1=h—rm>7r)
P(

m—r>c+1lNoi=n—(1-1)—(h—7r),m >r)

ici gy ~ Bin(n — (1—1) — (h—7), 1)

1
<P(Bin(n—(1—-1)—(h—r), E) > c+1) par proposition 2§
<P (Bin(n,—)>c+1)

<P (Bin(n,—) > c)

SIS
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et pour le cas r =h

—h>C|Th:l,)/l_1 :Ovifl Zh)

P( h
P(Y,—h>clYi_1=0,Y,>h,m >h)

=PYi_1+m—h>clY;_1=0,m > h)
Ph—h+m—h>cYii=0,m>h)
Pm—h>cN_1=n—(1-1),m >h)

ici m ~ Bin(n — (1 —1), %)

1
<P (Bin(n—(l—1),—) >c¢) par proposition 2§
n
1
<P (Bin(n,—=) > c)
n
On applique les lemmata [29] et [IS] pour obtenir pour h > 3

E[Y2|Y,, > 1]
=E [h2 + 2h(YT’L —h)+ (YTh - h’)2|Y7'h 2 h]
< h% 4+ 2hE [X] + E[X?]

1
:h2+2h+("7+1)

< 2h?
Maintenant on applique le théoréme d’arrét a la sous-martingale Yt%\r,, — t/\%
0<1=E[YJ]<B[Y2 - 2> B[] <E[Y]]
or
T
éP (th = Th)
1
< SEm] <EN]]
<E[Y2|Y;, >hP(Y;, >h)+E[Y2|Y;, <hP(Y;, <h)
< 2h* + I?
= 3h?
et finalement 2 sk
6 8
P =T)<—< 13
(tn =T1) < S (13)
Partie 2 : On définit
To=min{t < T : Y, 1+ =0} ATh (14)
et un nouveau processus
Bt =h- min{h, Y7h+t} = min{(), h — Y-,—h’_i'_t}. (15)
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Onapour0<k3<h,2<h<@,OglgTQS%S%et1<t§70§%§

0|3

E (B} — Bf 1|[Yigt—1 =k, t =1 <719, 7 =1]
=E[(1 = nrt)® +2(1 = 0y ) Be1[Yongio1 = byt — 1 < 10,73, =[]

ici on voit que 1,, y4 ~ Bin(n — (I +t—1) — k, 1)

'n

n=l—t+1-k)n—-14n—-1—t+1—k)
2

n

- 1
+2n n+l+1t +k(h—k)

n
m=—l—t—k+1D)2n—-Il—-t—k)+2n(l+t+k—-1)(h—k)
2

n
2n? =3n(l+k+t)+(l+k+t)>+2n—(I+k+t)
n2
+2n(l+k+t)(h—k)—2n(hfk)
n2

observe que 2 <l +k+t< ;7 +h< 7+ <

%

3

- 2n? —6n+ (%)? +2n — 2+ 2n(4 + h)h —2n
< 3

_ 240+ 2 (F)’

= 7'L2

w

1
=2 —
4 8

<3

ce qui reste vrai pour B;—1 =0 < Y, 4.1 = k > h, donc formelement

E[B} — B} ||Yimyt-1 =k > ht =1 < 79,7 =]
<1
car Y; décroit au maximum de 1 entre ¢t — 1 et ¢ (voir (1d))). Tout ca fait de
BtZ,\T0 — 3(t A 79) une sur-martingale. Ensuite on utilise la notation suivante

P (x) =P (x[Y;, > h) et Ey(x) = E (%Y, > h) et le théoréme d’arrét 25 pour
obtenir

0=E.[Bf] > Ep[B2 —370] = E,[B] < 3E[r] < 313
ce qui donne avec l'aide d’inégalité de Markov

< E (B ] < 3

Ph<7'0 < Tg) < Ph(BT() > h) < 12 < ﬁ (16)
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Partie 3 : En utilisant et (16) on obtient

P (< Tp)
=P Y, >h1t<Te)+P(rn=T1,Y;, < h,70<T3)
<P (Y, >h,70<To)+P(m,=T)
=P (10 < o|Y;, > )P (Y,, > h)+P(r, =T1)
<Pp(ro <T2) +P(m =T1)
< 37T2_’_48h3
— h? n

On choisit maintenant T, = 6n?/3 et h = af'/°n'/3. On finit par
P(|C1| <Ty) <P (19 <Tp) < (5’2 + 48a3) 03/5 < (12 4 48)0%/° = 6063/°

qui est minimisé pour un choix de a = 24-1/5 ¢ [%, et 0 <6< %, ce qui

respecte toutes les conditions de la partie 2. Finalement, on voit qu’on doit
avoir 3 < h = 24=1/591/5p1/3  qui est garantie quand n > 80~3/5. O

3.5 Minoration sur-critique

Théoréme 14 (Minoration sur-critique) Dans le graphe G(n, £), otc > 1,
on définit Ve €]0.9,1: B = e<=1=1%8¢ ¢4 Y5 €10, B[ on a

P (|Cy] < dn) < e~ (B=0)*n/(2B) an
pour n > N ..

PREUVE. Pour cette preuve on se place dans le cadre du graphe G(n, £ ). Pour
t=ane€O(n)onal—(1-2£)" = 1—e° pour n assez grand. Donc maintenant
on calcule :

—E[Bin(n—1,1— (1 - 5)°") +1— an
n

—-D1-(1-5"+1-an

(=Dl -(1-2)"—al+(1-0a)
> sn(l —e Y — CY) n > Ne,c,oz
= nef(a)

En étudiant la fonction f(z) = 1—e " — x on decouvre qu’elle a les propriétés
suivantes : elle vaut 0 deux fois (une fois en 0 et une fois en v = v(c) €]0, 1[) et

elle a un maximum global en 3 = 3(c) = lofc €]0,v], la valeur de ce maximum

étant m = m(c) = f(B) =1— chogc = Cilzlogc. On remarque que la méme
expression apparait dans la preuve de [I0] et est croissante en ¢. Maintenant on
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definit B = em et 0 €]0, B[ et on obtient

B-9¢
=1-P (Xgn <dn) =1-P (Xg, < (1 - —5—)Bn)
o1 (B g
ce qui tend vers 1 quand n — oco. Finalement, pose n > N¢ . = Nc ¢ 3. 0

4 Notations et théorémes de base

4.1 Enoncés de la probabilité

Dans cette section je vais énoncer les définitions et théoréemes qui sont liés
& la probabilité. On commence avec 2 lemmes de base, voir [4] page 55, et les
énoncés reliés a la relation d’ordre stochastique, voir [4] page 107 :

Lemme 15 (Inégalité de Markov) Soit p € N*. Si f € LP(u) alors pour
tout € > 0,

w1 > ) < S

Lemme 16 (Inégalité de Holder, Cauchy-Schwarz pour p = 2) Soient
1 <p,q< oo tels que % + % =1. 5 f € LP(u) et g € LI(u) alors

Fally < [1£11,]1gll-

Définition 17 (L’ordre stochastique) Soient X etY deux variables alétoires
réelles. La variable X est dite stochastiquement plus grande que la variable Y,

st
et nous noterons X >Y, si

P(X>c¢c)>P(Y >¢), VeceR.

st
Lemme 18 On a X > Y si et seulement st
E[f(X)] > E[f(Y)]
pour toute fonction borélienne f croissante.
Voici les énoncés reliés aux filtrations, espérances conditionnelles et martin-

gales, voir [4], chapitre 5. Dans la suite (€2, F, P) désigne 'espace de probabilité
et G une sous-tribu de F.

Définition 19 (Probabilité conditionnelle) Soit A un événement dans
(Q,F,P). La probabilité conditionnelle de A sachant G est une variable aléatoire
G-mesurable (que nous noterons P (A|G)) vérifiant

/P(A|g)dP =P(ANB), Beg
B
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Si {B;}icr est un systéme de constituents fini ou dénombrable de § et si
G =o0(B; :i € I), alors la relation suivante est vérifiée :

Pa9) = Z L5 1,

icl v

Définition 20 (Espérance conditionelle) Soit X une variable aléatoire définie
sur (Q,F,P). Lespérance conditionnelle d’une variable aléatoire X positive
sachant G est une variable aléatoire G-mesurable, a valeurs dans Ry, notée

E (X|G), et telle que
/XdP :/E(X|g)dP.
C C

Si X est une variable aléatoire réelle et
min[E (XT|G),E (X |G)] < o
lespérance conditionnelle de X sachant G est définie par
E(X|g) =E(XT|g) - E(X"[G).

Théoréme 21 (Indépendance de variables aléatoires) Si Gy et Go sont 2
sous-tribus de F indépendantes et X est une variable aléatoire intégrable telle
que 0(X),G1 et Ga sont indépendantes, alors

E[X|o(G1,02)] = E[X|G\] ps.

Définition 22 (Filtration a temps discret) Une filtration F dans (Q, F,P)
est une suite croissante (Fp)n>0 de sous-tribus de F.

Définition 23 (Temps d’arrét & temps discret) Soit F = (F,) une filtra-
tion de F. Un temps d’arrét pour F (ou adapté ¢ F ou un F-temps d’arrét) est
une variable aléatoire T a valeurs dans N vérifiant une des conditions (équivalentes)
sutvantes :

1. (T <n) e Fp, Vn e N;
2. (T =n) e F,, Vn e N;
3. Lyp—yy est Fp-mesurable Vn € N.

Définition 24 (Martingale & temps discret) Une suite aléatoire (X,,) définie
sur une base stochastique B = (0, F,F,P) est une

1. F-martingale (ou martingale pour F) si les 3 conditions suivantes sont
vérifiées :
(a) X, est intégrable Vn € N;
(b) X, est F-adaptée ¥n € N;
(¢) X, =E (X, 11|Fp), Vn € N.

2. F-sous-martingale (ou sous-martingale pour F) si elle vérifie a., b. et <
dans c.

3. F-sur-martingale (ou sur-martingale pour F) si elle vérifie a., b. et > dans
c.
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Théoréeme 25 (Théoréme d’arrét) Soit (X,) une martingale (resp. sous-
martingale) pour F = (F,). Si S et T sont deux temps d’arrét adaptés ¢ F
tels que

1. max(E (| X7|),E (| Xs])) < o0,
2 minf B [|Xo[lirsn] =0 et lminf E[|Xa[1gs50] =0,

alors
Xsar = E(X7|Fs) (resp. =) P -p.s..

Dans le cas ou on a une sur-martingale bornée et finie le théoréeme d’arrét
est aussi appliquable.

4.2 Enoncés de la distribution binomiale

La proposition suivante est essentiellement prise de [I], page 239, théorémes
A8-A.13:

Proposition 26 (Déviations large d’une loi binomiale) Soit
Y ~ Bin(n,p) et 8 >0 alors

P(Y < (1—B)np) < e Pme/2 (18a)
et
P (Y > (1+ B)np) < [e?(1 + )~ O+ (18b)

PREUVE. Soit X ~ Bin(n,p) —np,a > 0 et A > 0, alors

P(X < —a)
=P (e > )
< E[eM]e e par l'inégalité de Markov

_ [pef)\(lfp) + (1 7p)e)\p}n67)\a
— eAnp[l + (67)\ o 1)p]nef)\a
< eAnptnp(e”* ~1)=Aa par 1 +u < e"Vu € R
— enp(e_AJr)\fl)f)\a
)\2
< enPA?/2-a par e * <1— A+ ZFVA>0

npa’ /2n°p® ~(a/np)a en prenant A = £

np

=e
— 0% /2np—a®/np
_ e—a2/2np
ce qui donne

P(Y <(1-pB)np) =P (Y —np < —Pfnp) =P (X < —fnp)

< ¢~ (Bnp)*/(2np) _ —Bnp/2
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et pour le deuxieme cas

P(X >a)
=P (M >eM)
< E[eMe par I'inégalité de Markov
= e e 4 (1 e
= ¢~ log(+a/mp)(npta) plog(l+a/np) 4 g _ pn prenant A = log(1 + nip)

= e~ log(+a/mp)(np+a) 1 4 Ly g pin
np

= ¢~ log(l+a/mp)(np+a) (1 4 Lyn
n

< ea—log(1+a/np)(np+a) (1 + g)n <e% VYa>0
> n >

2
< ea—(a/np—a2/2p2n2)(np+a) log(l + ’U,) >u— % Yu >0

— ea—a—a2 /pn+a?/2pn+a®/2p*n?

_ efa2/2pn+a3/2p2n2

or

< ePrp—log(1+f8np/np)(np+Fnp)

— Prp—log(1+8)(1+5)np
_ [eﬁ(l +ﬂ)f(1+ﬁ)]np
(I

Voila une petite proposition sur la distribution d’un variable binomiale itérée :

Proposition 27 (Distribution binomiale itérée) SoitY ~ Bin(m,p) et X
une loi telle que toutes ses lois conditionnelles sachant Y sont de la forme
X1gy—py ~ Bin(Y,p)1iy—py. Alors la probabilité conditionnelle de X sachant
Y est définie par

Y _ .
P(X =k|Y)= <k>pk(l —p)¥ kl{yzk} et X ~ Bin(m,pp).

PREUVE. Ily a deux facons de regarder cet énoncé. La premiere est intuitive : on
a m éléments, dont chacun est choisi avec probabilité p et apres avec probabilité
p — donc avec probabilité pp. La deuxieéme est par le calcul. En notant ¢ = 1—p
et g=1—pon apour Vk € {0,...,m} :
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E[P (X = k[Y)]

i

=}

=

=

=
i

NoE

v
B

Il
Mz

(
1>k <k !
- (o35 (it
1>k
e 1 L O R~

Ainsi on va montrer que que (x) = (1 — pp)"~*. Pour ¢a on montre 1’égalité de
tous les coefficients de p*p? :

T o (e I > G

Jj=0

B ; (7—15) <l 5 k) (=1 <t —m(z—lk)> S

_ " (m —k)! (I—Fk) (m —1)! otk
_Z(mfl)!(lfk)!s!(lfkfs)!(t+kfl)!(m—t+k)!(_1) e

On remarque qu’on a les restrictions 0 < s <l —k <t <m—1.

(m _ k)] (_1)s+t+k: m (t _ S)'

T m—k-D (s & R

On substitue y =1 — k et observe que 0 < y < ¢ mais aussi y < s

meBl () i
,s!(m—k—t)! (t—s)! <t—y)(1)l
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= [h)'] mj ("7 )

= [(pp)*)(1 — pp)™ "
Cass<t:

_ (m—K)l  (=1)stHE s
T slm—k—t)! (t—s)! (1__9_,

—0
d’ou
P(X =k)=E[lix—pj] =E[E[Lix—p][Y] = E[E [Lix—1y|Y]]
=BIP (X = 1¥)) = ("} ) 691~ " = P (Bintm, 1) = )

]

4.3 Le dépassement d’un marche aléatoire

Cette section est dédiée a quantifier le dépassement d’une marche alétoire et
le majorer (en terme d’ordre stochastique) par une loi binomiale.

Proposition 28 (Dépassement d’une variable binomiale) Soient r > 0
fizé, & ~ Bin(n,p) et X ~ Bin(n,p). Alors on aVec € R :

PE—r>cé>r)<P(X >c).

PREUVE. Si on a la condition {§ > r}, on rééerit £ = Y " | I; ot I; ~ B(p).
Puis on définit J(r) = min{j : >.7_, = 7} et on constate qu'on a {{ > r} si
et seulement si {r < J(r) < n} (c’est-a-dire que J(r) existe). Maintenant on a
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VeeR:

P(¢—r>cl¢>r)

(Q_ L) —r>cle=r)

i=1

J(r)

ZI —r+ Z ILi>clE>r) voir déf de J(r)
i>J(r

Z I >cl6>r)

i>J(r

(Z I; > c|lr < J(r) <n)

i>J( )
—Z Cizj i > e, J(r) = j)
= Y PUM)=))
SP O L > P (J(r) =)
= = - car les {I;};~; indépendants de J(r)
; Z]:TP(J(T) :j) =
P (X >c)P(J(r)=7) . N
< car Bin(n — j,p) < Bin(n,p)
LTS R =))
=P (X >c¢)
ce qui donne le resultat souhaite en utilisant la définition [T7] O

Lemme 29 (Dépassement d’un processus stochastique) Soit Z; un pro-
cessus G valeurs entiéres en temps discret et ( un temps d’arrét tel que pour
tout t et un H firé on a {Zy > H} = {{ =1t}. Siona
P(Zc—H>C|C:l,Zl_1 :H—’I“,ZC ZH) SP(X>C)
ot X ~ Bin(n,p),c € R,r > 1,1 > 1 alors
P(ZC7H>C|Z< ZH) SP(X >C).

PREUVE. En utilisant la notation suivante pour la probabilité et 1’espérance
sous {Z, > H} :

EZ{ZH[*} = E[*|ZC > H] et PZ(ZH(*) =P (*‘ZC > H)
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on obtient Ve € R et H > 0 fixé :

PZCEH[SW_H>C|<:Z7ZC—1 :H—T]
. PZCZH(ZC—H>C,<:Z,ZC71 :H—T)
o PZCZH(C:LZ{—I :H—T)
P(Z.—H>c,C=1,Zc1=H—r|Z > H)
P(C:l,Zc_l :H7T|Z<ZH)
P(Zc—H>c(=1,Zcy=H—r 2 >H)/P(Z > H)
- P((=1,Zc,=H-rZ >H)/P(Z > H)
P(Z—H>c,(=1,Zcy=H—r 2 > H)
P((=1Zc1=H—r2 >H)
—P(Ze—H>cd(=1,Zcy =H—rZ > H)

st
<P(X >¢)
ce qui donne
P(Zc—H>C|ZC ZH)
= PZ(ZH(ZC — H > C)
=Ez>u[l{z.—m>c)]

=Ez>n [Ez>nliz.—u>alo(C, Z¢-1]]

=Ez>n ZEzczH[l{ZC—H>c}|C =1,Zc1=H—7r|l{cm1,z._ =1}

L,r

= ZEzczH (Pzo>u(Ze —H>c|¢=1,Zc1=H—7r)l{¢m1,z. 1 —H-1}]
l,r

< ZEZCZH [P (X > C)I{C:LZel:H—r}] par lemme @
l,r

=P (X >C)ZPZ¢2H(CZZ,Z<—1 =H-r)

l,r

=P (X >¢)
(]

Théoréme 30 (Dépassement d’une marche aléatoire) Soient {;};>1 des
variables i.i.d. avec Bin(n,p) ou 0 < p < 1. En prenant le processus

Se=1+4) (6-1) (19)
=1

et en fizant un entier H > 0, on définit

v:=min{t >1:5; > HVS; =0}. (20)

st
Or on a pour un X ~ Bin(n,p) : (S, — H)l;s >gy < X.
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PREUVE. Maintenant on conditionne avec 1’événement
{’Y:l}m{sl_le—T}ﬂ{Sv ZH}:{& ZT+1}Q{SZ_1 :H—T}.

Ainsi pour H > 0 fixé on a :

P(S,—H>cly=1,8-1=H—-r5 >H)

:P(SI*H>C|£I >r+1,5_1 :H—r)

=P(S;1+&—-1-H>c§g>r+1,5_1=H-r)

=PH-r+§-1-H>clg>r+1) par théoréme [21]

=P —-(r+1)>cg=2r+1)

t

S§ P(X >c¢) par la proposition [28]
Finalement on applique le lemme précédent O

Corollaire 31 Soit X ~ Bin(n,p) et f une fonction croissante, borelienne sur
R. En prenant la notation du théoréeme|3( on a :

E[f(S, — H)|S, > H] < E f(X).

PREUVE. On combine le resultat du théoréme [30] avec le lemme [I§ pour la
fonction f. (I
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